مجموعه جزوات آموزشی ریاضیات مهندسی
بخش سوم : معادلات ديفرانسيل
تألیف: مهندس عبدالرضا باباخانی
بهار 1383

فصل اول :‌معادلات ديفرانسيل مرتبه اول

تعريف: هر رابطه‌اي را كه بتوان بين تابع و متغير مستقل و مشتقات آن تابع نسبت به متغير مستقل برقرار كرد را معادلة ديفرانسيل مي‌ناميم.

معادلات ديفرانسيل به  دو دستة معمولي و جزئي تقسيم مي‌شوند .اگر اين معادلات فقط يك مستقل داشته باشند معادلة ديفرانسيل معمولي و اگر بيش از يك متغير داشته باشند را معادلة ديفرانسيل با مشتقات جزئي مي‌ناميم.

مرتبه معادله: بالاترين مرتبة مشتق موجود درمعادلة ديفرانسيل را مرتبة آن معادلة ديفرانسيل مي‌ناميم.

مثال: معادلة 
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 يك معادلة مرتبة 3 است.

تشكيل يك معادلة ديفرانسيل:

اگر معادلة 
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 موجود باشد ، آنگاه براي تشكيل معادلة ديفرانسيلي كه اين معادله يكي از جوابهاي آن باشد، لازم است پارامترهاي 
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معادله: 
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حذف كرده و به يك معادلة ديفرانسيل مستقل از پارامترهاي ثابت رسيد.
مثال: معادلة ديفرانسيل دسته منحني 
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 را بدست آوريد.
جواب: 
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پس از حذف جملات 1c، 2  cو 3c به رابطة زير مي‌رسيم: 
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جوابهاي معادلة:

هر جوابي را كه در معادلة ديفرانسيل صدق مي‌كند ، يك جواب معادلة ديفرانسيلي مي‌ناميم . اگر اين جواب شامل تعدادي ثابت دلخواه باشد كه به ازاي اين ثابتهاي مختلف جوابهاي مختلفي بدست آيد، آن جواب را جواب عمومي معادله مي‌ناميم.

اگر اين معادله از مرتبة n باشد، جواب عمومي نيز شامل n ثابت دلخواه خواهد بود. اگر معادلة ديفرانسيل به اندازه‌اي شرايط اوليه داشته باشد كه به ازاي اين شرايط تمام ثابتهاي جواب عمومي مقدار معيني را بدست آورند، جواب را يك جواب خصوصي معادله مي‌ناميم .

مثال: يك جواب خصوصي معادلة 
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 تابع 
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 است.

جواب غيرعادي: جوابي از معادلة ديفرانسيل است كه منحني نمايشي آن بر تمام منحنيهاي جواب عمومي معادله در آن دستگاه مختصات مماس باشد.

جواب غيرعادي معادلة ديفرانسيل را تحت هيچ شرايط اوليه‌اي نمي‌توان از جواب عمومي معادله بدست آورد: 

مثال: معادلة 
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 داراي جواب عمومي 
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 مي‌باشد كه جوابهاي آن دسته دوايري هستند كه مركز مختصاتشان نقاط (c و o) مي‌باشد.

توابع 3=x و 3- =x نيز جوابهاي غيرعادي اين معادلة ديفرانسيل مي‌باشند زيرا بر تمام دواير مربوطه مماس هستند.

مسيرهاي قائم: هر گاه دو دسته منحني داشته باشيم كه هر منحني از يك دسته بر تمام منحنيهاي دستة ديگر عمود باشد، يك دسته را مسيرهاي قائم دسته منحنيهاي ديگر مي‌ناميم.

براي بدست  آوردن مسيرهاي قائم يك منحني كافيست معادلة ديفرانسيل اين منحني را بدست آورده و در معادله بجاي 
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 مقدار 
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 را گذاشته و معادله را حل كرده تا به جواب دسته منحنيهاي (مسيرهاي ) قائم آن منحني رسيد.

معادلات ديفرانسيل مرتبة اول: 

فرم كلي چنين معادلاتی بصورت 
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اگر يك معادلة ديفرانسيل مرتبة اول را بتوان بصورت 
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 نوشت به اين معادله ، معادلة تفكيك‌پذير مي‌گوييم.

براي حل معادلات بفرم 
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 ابتدا مخرجها را حذف مي‌كنيم و سپس معادله را بصورت زير مي‌نويسيم :
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معادلات ديفرانسيل تفكيك‌پذير را مي‌توان بسادگي با انتگرالگيري حل كرد.

مثال: معادلة ديفرانسيل 
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 را حل كنيد.

جواب: 
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مثال: معادلة دسته منحني‌هاي قائم بر مسير جواب مثال قبل را بدست آوريد.
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نكته: معادلاتي بفرم 
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(

c

by

ax

f

y

+

+

=

¢

 را مي‌توان با تغيير متغير U=ax+by+c به يك معادلة تفكيك‌پذير تبديل كرد.

مثال: جواب معادلة 
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 را بدست آورید.
جواب : 
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معادلات همگن: 

تابع F(x,y) را يك تابع همگن از درجة n مي‌ناميم هر گاه داشته باشيم: 
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مثال: تابع ax2+bxy+cx2 يك تابع همگن از درجه دوم مي‌باشد ولي تابع (x2+y2)sin x يك تابع غيرهمگن است.

هر معادلة ديفرانسيل بشكل p(x,y)dx+Q(x,y)dy =0 را كه در آن توابع P و Q همگن باشند را يك معادلة ديفرانسيل همگن مي‌ناميم.

هر معادله‌اي را كه بتوان آن را بصورت 
[image: image31.wmf])
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 درآورد يك معادلة همگن است. اين نوع معادلات را مي‌توان با تغيير متغير 
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  به يك معادلة جدايي‌پذير تبديل كرده و معادله را حل كرد.

مثال:  معادلة 
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مثال: معادلات بفرم 
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 نيز همگن مي‌باشند و با تغيير متغير 
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 به يك معادلة تفكيك‌پذير تبديل مي‌شوند.

معادلات بفرم 
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 همگن نيستند ولي با تغيير متغيرهاي 
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 كه مختصات
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 نقطة تلاقي دو خط زير است (جواب دستگاه) :
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به يك معادلة همگن تبديل مي‌شوند .شرط جواب اينست كه اين دو خط موازي نباشند.

اگردو خط موازي باشند ، از تغيير متغير U=ax+by يا U=dx+ey استفاده مي‌كنيم.

مثال: جواب معادلة 
[image: image46.wmf]2
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 كدام است؟

جواب:

ابتدا جواب دستگاه زير را بدست مي‌آوريم: 
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]î
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 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]Þ
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سپس خواهیم داشت:
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 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]2
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معادلات كامل:
تعريف: معادلة ديفرانسيل P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 را كامل گوييم اگر تابعي مانند f(x, y) موجود باشد بطوري كه داشته باشيم:
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قضيه: فرض كنيم P و Q ، 
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 در ناحيه‌اي مانند C موجود و پيوسته باشند، آنگاه شرط لازم و كافي براي آنكه معادلة ديفرانسيل 0 = Pdx +Qdy كامل باشد آنست كه: 
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جواب عمومي معادلة ديفرانسيل كامل تابع f(x,y)=c است كه در تعريف معادلة كامل آمده است براي بدست آوردن تابع f از روش زير استفاده مي‌كنيم:
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براي بدست آوردن g(y) ابتدا از f نسبت به y مشتق گرفته و برابر با Q قرار مي‌دهيم:
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بدين ترتيب تابع f بدست مي‌آيد:

مثال: جواب معادلة ديفرانسيل 
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الف) 
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ب) 
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جواب گزينه 1 صحيح است.
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مي‌توان با نگاهي به جوابها، سريعتر به پاسخ رسيد. در اين مسئله اگر نگاه كنيم مي‌بينيم كه تنها جوابي كه مشتق آن نسبت به x برابر با 
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عامل انتگرالگيري:

اگر معادلة 
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قضيه: 
اگر معادله ديفرانسيل 
[image: image80.wmf]0

=

+

dy

y

x

Q

dx

y

x

p

)

,

(

)

,

(

 كامل نباشد و U(x,y)=c جواب عمومي اين معادله باشد، آنگاه حداقل يك عامل انتگرالگيري براي آن پيدا مي‌شود.

مثال : اگر f(x,y) عامل انتگرالگيري معادلة 
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جواب :‌گزينه (ب) صحيح است.

معادله را در عامل انتگرالگيري ضرب مي‌كنيم:
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اين معادله يك معادلة كامل است و داريم :
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نكته: عامل انتگرالگيري معادلة 0 = Pdx+Qdx برابر است با:
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در صورتيكه حاصل عبارت فقط تابعي از y باشد.

مثال : معادلة 
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مثال: عامل انتگرالگيري معادلة 
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حالتهاي خاص: 

1) اگر يك معادلة همگن كلي داشته باشيم ، عامل انتگرالگيري برابر است با : 
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2) اگر يك معادلة ديفرانسيل را بتوان بشكل زير درآورد: 
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آنگاه عامل انتگرالگيري برابر است با : 
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مثال: حاصل انتگرالگيري معادلة 
[image: image107.wmf]0

2

4

=

+

+

dy

dx

y

x

ay

)

(

را بدست آوريد.

جواب:


[image: image108.wmf])

(

2

2

4

4

1

1

2

2

y

x

ayx

axy

Px

Qy

y

x

x

Q

y

P

y

x

a

y

P

+

-

=

-

=

¶

¶

-

¶

¶

Þ

+

=

¶

¶



[image: image109.wmf]xy

y

x

y

x

x

Q

y

P

Px

Qy

2

2

1

2

2

4

-

=

-

=

¶

¶

-

¶

¶

-

Þ

)

(



[image: image110.wmf]2

2

2

1

y

x

e

xy

F

xy

d

xy

=

=

Þ

ò

-

)

(

)

(

)

(


3) اگر 0= Pdx+Qdy بشكل 0= y(f(xy)dx+xg(xy)dy باشد بطوريكه داشته باشيم 
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مثال : عامل انتگرالگيري معادلة 
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 باشد، آنگاه عامل انتگرالگيري برابر است با: 
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5) اگر معادلة ديفرانسيل0= Px+Qy بفرم : 


[image: image119.wmf]0

=

+

+

+

dy

y

Nx

y

Mx

x

dx

y

Lx

y

kx

y

d

c

b

q

d

c

b

a

)

)

(

)

(


آنگاه عامل انتگرالگيري برابر است با : 
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كه با ضرب اين عامل در معادله و استفاده از رابطة 
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مثال: معادلة ديفرانسيل 
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معادلاتي را با برخي تغيير متغيرهاي مطلوب مي‌توان در صورت كامل نبودن به يك معادلة كامل تبديل كرد.

مثال: معادلة ديفرانسيل 
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مثال (مكانيك 70)معادلة ديفرانسيل 
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 داراي فاكتور انتگرال‌ زير است: 

الف) 
[image: image147.wmf]2

y

y

x

=

)

,

(

m




ب) 
[image: image148.wmf]3

2

y

x

y

x

=

)

,

(

m


ج) 
[image: image149.wmf]3

2

-

-

=

y

x

y

x

)

,

(

m





د) 
[image: image150.wmf]2

-

=

x

y

x

)

,

(

m


جواب : گزينه (   ) صحيح است.
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در نتيجه نمي‌توان عوامل انتگرالگيري را تنها بعنوان تابعي از x يا y‌ در نظر گرفت.
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اين مسئله راتنها مي‌توان به يكي از گزينه‌هاي 2 يا 3 حل كرد.

گزينه 3 را امتحان مي‌كنيم چون توانها را كاهش داده و فرصت چك كردن بيشتر مي‌شود.
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معادلات خطي مرتبه اول: 

معادلات خطي مرتبه اول بصورت زير مي‌باشند:
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جواب  معادلة بالا با فرمول كلي زير قابل حصول است:
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جواب معادلة ديفرانسيل 
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جواب : گزينه (ب) صحيح است.
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مثال: معادلة ديفرانسيل 
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مثال: معادلة ديفرانسيل 
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معادلة برنولي: اين نوع معادله بصورت زير نوشته مي‌شود:
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مثال: جواب معادلة ديفرانسيل 
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جواب: گزينه (د) صحيح است.


[image: image180.wmf]dx

dy

y

dx

dv

y

y

V

2

2

1

1

1

-

=

Þ

=

=

-



[image: image181.wmf]x

x

v

dx

dv

x

x

v

dx

dv

x

x

y

y

dx

dv

y

cos

sin

sin

cos

)

sin

(cos

=

-

Þ

-

=

+

-

Þ

-

=

+

-

Þ

2

2



[image: image182.wmf][

]

ò

ò

+

-

=

Þ

-

=

Þ

-

c

dx

e

x

x

e

v

x

dx

x

f

x

x

)

cos

(sin

)

(



[image: image183.wmf]x

x

ce

x

y

ce

x

v

+

-

=

Þ

+

-

=

sin

sin

1


مثال: معادلة 
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معادلات خطي مرتبة اول با درجات بالاتر:

اين معادلات را در حالت كلي مي‌توان به شكل زير نوشت:
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مثال: معادلة ديفرانسيل 
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معادلة كلرو: اين معادله بشكل كلي 
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معادلة لاگرانتژ : فرم كلي اين معادله بشكل 
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معادلة ريكاتي : معادلة مرتبه اول بصورت كلي زير را معادلة ريكاتي مي‌ناميم:
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حل مسائل نمونه:

(مكانيك –70) : جواب عمومي معادلة 
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جواب: گزينه (ب) صحيح است .
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مكانيك –72) مسيرهاي قائم خانواده منحني‌هاي 
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جواب : گزينه (    ) صحيح است.
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چون مسيرهاي قائم مي‌خواستيم 
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مكانيك –74): حل معادله ديفرانسيل مقابل  كدام است؟   
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جواب : گزينه (الف) صحيح است.
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(مكانيك –75) : فاكتور انتگرال معادلة ديفرانسيل 
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(مكانيك 77) : جواب عمومي معادلة ديفرانسيل 
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جواب : گزينه (الف) صحيح است.
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(دكتراي برق- 73) : جواب مسئله مقدار اوليه 
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جواب: گزينه (الف) صحيح است.
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(دكتراي برق- 73) : معادله مسيرهاي قائم خانواده منحني‌هاي 
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جواب : گزينه (د) صحيح است.
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با حذف ثابت c و جايگزيني آن داريم: 
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(برق –72) : براي جواب مسئله مقدار اوليه 
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جواب‌: گزينه (ب) صحيح است.

معادلة برنولي :

با تغيير متغير 
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(مكانيك –79) : جواب معادله برنولي 
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جواب: گزينه (     ) صحيح است.
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(معماري كشتي- 78) : معادلة زير از چه نوعي است؟ 


[image: image320.wmf]0

2

2

4

2

=

¢

+

-

y

y

x

y

x

)

)(

(


الف) كامل 

ب) خطي

ج) همگن

د) تفكيك‌پذير

جواب: گزينه (ج) صحيح است.
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كه يك معادلة همگن است 
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(معماري كشتي-78) : a را طوري تعيين كنيد تا معادلة زير يك معادلة ديفرانسيل كامل باشد.
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جواب: گزينه (الف) صحيح است.
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 EMBED Equation.3  
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(معماري كشتي- 78):  منحني جواب معادله 
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كه تنها نقطه مبداء در آن صادق است. پس جواب يك نقطه است.

(معماري كشتي –81) : جواب معادله ديفرانسيل زير برابر است با:
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جواب: گزينه  (ج) صحيح است.
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(معماری كشتي- 81) : معادلة ديفرانسيل 
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جواب : گزينه ( ب ) صحيح است.
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